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The ring S鎗 Or rOrmalpower seriesin the noncommuting  
Variables al．・，a，L WiLhthecoe爪cienHieldGF（2）isintroduced  

and sLudicd・The term syTnboLic expressionis usedinstead or ror－  

malpower series．sinceit gencralizes Lhe concept or a symbolic  
exprSSionirltr6ducedin［2】and【3］・S叩ischaractcrizedasLhe  

しCrmlnalobjecL of Lhe caしegory Aut of auしomaしa．A category  

theoreしic characしerization o【the subring SmE or s叩COnSisting o－  

raしionalsexpsis also gJVen・  

1nしroducしion  

Theory of formalpowerseriesin noncommuしing variablcs provides a use－  
fulalgebraicし001rorule Study of【ormallanguages・11－the mostgeneralscしLing  

O【しhe theory，the coemcients o【a formalpower series areしaken【rom arlarbi－  

Lrary sem’Ulmg：andiしis possible to prove use【ultheoremsinしhisgcncralscししing．  

（Seee・g・SalomaaandSoiしLola［1］・）Inthispapcr・howCr・WeWilltaketheしwo  
elemcntcd Galois field GF（2）asしhe coe爪cient semlrlng．Tllis choice o【the  
Semiring willturn outしo be very convenienL・We willuse ulC term SyTnboL・Lc  

ex7mSSion（orse叩forshort）insしead of rormalpowerseries，Sinccitgcneralizes  
the concepし 0【a symbolic expressionintroducedin Sato［2】and Sato and  
Hagiya［3］．1n［2】and［3］．iL was shown Lhatsymbolic expressions coムstiしuLe a  
Elexible daLa sしrucしure；and a programminglanguage called Hypcrlisp which  
COmPuteS（parしial）rccuI・Sive runctions oIsymbolic exprcssions wasinしroduced．  
Herc wc studysymbolic exprcssions rrom analgcbraicpointof view・   

Inl．we study thc ring S。，COnSisLing olallしhe scxps・Wc show LhaL S巾  

Saしisliesacertain domain equaしion roran absしracLdaしastrucしure．  

In 2．we characしerize Sp as しhe LcrminalobjecL o【the caLegory Aut of  

automaしa・We then study thc subring S7tAL oE S愴COnSisしing oE raLiDnaLsexps・  
O The wcll－knowTICharacしerizaしion or rationalscxpsin terms o【nnite auしomaしais  
establishedin our formalism・A caしegory theoreしic characLcrization of SmLis  
also glVen．   

In3．weinしroduceいIe Subring S or S∞COnSisLing of．仲TueSeXPS．Therela－  

しioTIShipwiしh thcconccptofasymboliccxpressioninしroducedin［z】．［3］isalso  
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discussed．  

1．S∞  

Leし∑＝‡at．・，a，tミ（n≧1）be an alphabcLconsisしing of n disしincしsym－  

boIs，Which we willEix ror しhe resし of しhis papcr・Leし W＝∑● be しhe rree  

monoidふverLhe aJphabeし∑．andleし2＝‡0．1ibqしhe Galois氏eld GF（2）．We  

puし  

S∞＝巨lγ：〝→Z卜  

We willuse r．s．L eしc・しo denoしe elemenしs or S。。and u．v．w eしc・しo denoしe ele－  

menしs of W・Elemenしs of S∞are Ca11ed smboLic eェpressionsor se＝T6Tor shorし  

Elemenしs of W are ca11ed words・For a word w．lwL denoしesiしslengしh・We  

wriしe（r．w）ror r（w）．We remarkしhaし S∞ may beidenしはed Yiしh ZW（しhe  

POWerSeしor W）byしhecorrespondence：  

γ←Supp（γ）＝拉佗〝l（γ．ひ）＝1卜  

Any＄eXP r．しhen．naしu一●ally becomesal引IguageOVer W・  

We now define addiしion and mulしiplicaしion on S∞aS rOllows・  

（γ＋s．ひ）＝（γ．ひ）＋（s．ひ），  

（巧ル）＝ ∑（γ∴u）（sル）．  

W＝llV  

Underしhese operaしions，S∞becomes a noncommuしaしive ring wiしh Lhe O andl  

de丘ned by：  

（0．ひ）＝0．  

恒）＝ 
‡ム  

ir w＝1（しhe uniしofW）．  

0しherwise，  

Byidenしifying O．1∈S。。Wiしhしhosein2，We aSSumeしhaしZ∈S。。．We willalso  

regardS－aSaVeCしorspaceover2．Nexし．rorany w∈W wede氏ne元・∈S∞by：  

irl〟＝u．  

0しIlerWise．  
（元．u）＝  

Sinceしhc map‥W→ii）is one－し0－Oneand prescrves mulしiplicaしion on W．we will  
idenしify元wiしh wandassumeしhaしW∈S∞．  

Considcrしhe map7T：Sp→Sq de月ned by  

¶（γ）＝（γ．1）．  

1Lis a ring homomorphism and satis丘es7T2＝7T・1r we regard S埠 aS a VeCしor  
SPaCe．7T becomesaprojecしionand we haveしhe direcしsum decomposiしion‥  

S。。＝1m7T◎Ker7T，  

SinceImTr＝2，if we puし  

Mq＝Ker¶＝回（γ，1）＝0車  
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we have  

S⇔＝Z◎M∞  （1．1）  

We puしA∞＝S。。－M。。・Elemenしs oE朋」are called moLecuLes，and elemcnしs oE  

A。。areCalled aLoms・  

NexL．wcde丘nea map∂：S∞×W→S∞by‥  

（∂（r．v）ル）＝（r．視り．  

1しisanacしion ofしhe monoid W on S偶．Since we have  

d（丁．1）＝r，  

∂（d（r∴u）ル）＝∂（r，tル）．  

For a丘xed w．  

∂（－ル）ニS∞→S∞  

is alinear しransformaしion．1n parしicular，rOr eaChi（1≦i≦n）．we de氏ne  
ロi：S∞→S∞by  

けi（r）＝∂（r，q）・  

We haYe the EollowiTlg  

Proposilionl・1・ロi（sり＝¶（ざ）けi（り＋けi（s）‘（1≦i≦几）・  

J）叩OJ  

（けt（sり．ひ）＝（∂（s‘．q）．w）  

＝（ざ‘．αiW）  

＝ ∑（s∴u）り．v）  
l几l＝叫U  

∑（s．αiu）（上．γ）  

αlt几l＝αiひ  

＝（s．1）（‘．αiひ）＋  

＝〔（s）（けi（り．ひ）＋∑（けi（s）．v）＝ル）  
lル＝U  

＝（〔（s）けi（り十けi（s）‘ル）・□   

Noしeしhaし・byasimplecompuしaLion・Wehaveqi（aj）＝∂ij（1≦i・j≦n）・Where∂i，  
is Kroneckerls delしa．  

We now regard S。。aS a righしS。。一mOdule・M。，しhen becomesiしs submo・  

dule（or，in oしherwords．arighしidealofしheringS∞）．   

1t土1eOreml・2・くα1．・，αれ＞♪γr耶αbα由oJM∞・  

ProofItsumc6〒tOPrOVetheEollowing（a）and（b）・  

（a）1E r∈朋」しhen r＝∑atqt（r）‥Since r∈M∞，Wehave（r．1）＝0．Onしheoしher  
t  

hand・Since at∈M∞・  

（∑qαi（γ）．1）＝∑（㌔ロi（r）．1）＝∑（q，1）（ロi（γ）．1）＝0・  

1  1  1  
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Nexし．forany w∈W we have   

（∑αiけi（r）・αメW）＝（ロメ（∑生けi（r））ル）  

l  

＝（∑ロメαiけi（r））・u）  

l  

＝∑（ロメqけi（r））・u）  

l  

＝∑［（けJ（αi）けi（γ）ル）＋（〔（彗）ロメ（αi（γ））・W）】  

l  

＝∑（∂メけt（r）・u）  

l  

＝（けメr）・ひ）   

＝（r・αノひ）・  

Sinceanyu∈WiseiLheTIoTOfLheform ajWWeIlaYeT＝∑aidi（ナ）・  
i  

（b）∑αiち＝0＝⇒‘j＝0（1≦j≦可：  
1  

0＝けj（∑αiち）＝∑αj（αiり＝∑αj（αi）い〔（αi）けブ（ち）＝∑J詔i＝‘j・□  

i i i l  

Byしhisしheorem Ye haveしhe righしS；mOduleisomorphism‥  

け：S。。◎・・◎S。。→M∞  （1．2）  

SuChしhaし  

け（‘い ．‘れ）＝α1‘け‥・ ＋αれ‘れ・  

Wehave  

け‾1（r）＝＜け】（r）巨‥‥，8㌦（r）＞・  

In vieYOf（1．1），しhemap  

T：S。。× ■ ■XS。。→A。。   

deLined by  

Tりい ．Jれ）＝けぃい ，㌦）＋1  

is a bijecしion．Combining（1．1）and（1．2），Ye haveしhe folloYing seししheorcしic  
isomorphism＝  

（1．3）  S∞竺2×S。．×・・×Sひ   

where  

r・ナ＜〔（r）．け1（γ）．・．けれ（r）＞・  

By（1・3），We haveしhe following proposiしion whichis userulrorしhecomparison  
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Orしwo sexps・   

lIroposiuo”1・3・ノ・’0γαTlyS．ほS関‥  

S＝‘⇔ ¶（s）＝¶（り．ロi（s）＝ロi（り（1≦i≦可・  

（1．3）may berewritten as：  

S鴫亡聖Sご＋Sご  （1．4）  

where＋ denotes the（dirccL）sum or two sets．Thisisomorphism tells usしhc  
basic propertics of the datastructure S。。・Namcly．anysexpISanin【inite n－ary  

leaE－freeしree which carries one biしinformation aしeach nodc・The recogTぬer7－  
disしinguishes aしoms from molecules・The consL7uCLor o（T）consしrucしslronl  
given71SCXPS Li（1≦i≦n）amolecule（aしom．resp・）s whosei－thsubしree Lis  

recovered byしhe seLecLoroi・  

A sexp sisinveγれbLeifしhere exisしs a L suchしhaし sL＝Ls＝1．Since the L  

aboveis unlque Eor aninvertible s，itis calledしhe tnverseof s andis denoしed  

by s－1・We wishしo characしerizeinverしible sexps・We nced しhe following  

lemma．   

Lemmal．4，〝γ∈M。伽れγ七∈〟上（た≧0）乱血eT℃  

〟と＝‡γ∈Swl座l＜七＝⇒（γル）＝0卜  

Prooflr k＝O Lhen T刀＝1∈Mo・Assume r七∈M七・Then forany w suchしhaし  
Il〟l＜七十1，  

（γhlル）＝∑（γ七．v）（rル）  

uリ＝W  

＝（γセル）（γ．1）＋ ∑（γ七．u）（γル）．  
‘uリ＝W  

u；≠l〟  

Sincer∈Mb，Wehave（r．1）＝．0；andifu≠wwchave（r七．u）＝Obyしheassump－  
しion．Hencc（rk＋1．w）＝0．□  

TIleOreInl．5．A se甲虫血γe祓bJel好混血αれαわm  

什00f（＝⇒）If sisinverしible．しhen ss－1＝1．Hence．1＝7T（1）＝7T（ss－1）＝  
7T（s）Tr（s．L）．Then wehavc7T（s）＝1，SO SisanaしOm．  

（＜≠＝）Leしs bcanaしom・Wede艮nea molecule rbypuししing r＝1＋s，Then we  
dcnne asexp L by：  

（‘ル）＝（1＋－γ＋…＋Tl叫ル）．  

By Lemmal．4．Torany k≧0．we have  

（1十γ十・・＋γl叫＋と．w）＝（1＋γ＋・・十γl叫）．  

We have sL＝1because：  
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（sJ．ひ）＝∑（ざ，u）（Jル）  
llTノ＝U  

＝∑（1＋r∴u）（1・T卜・・rl叶ル）  
l∫lJ＝W  

＝∑（1＋r．u）（1＋r＋・・＋rl叫ル）  

uU＝U  

＝（1＋γIwl＋l．ひ）  

＝（1．ひ）＋（γl叫十tパ〟）  

＝（1．ひ）．   

That Ls＝1holds can be proved simiLarly・□   

2．SγuJ  

WedeEine SraL asLhelcasしSubseLorS∞SuChLhaし  

（i）2∪∑∈S和‘．  

（ii）s．托STⅦ‘＝⇒5＋‘∈Srql．  

（iii）s．E∈S7d＝⇒sE∈S7Ⅶl．  

（iv）s∈SraLnM∞＝⇒（1＋s）－1∈S7ttL  

STuLisasubring o【S∞・ln Lhissecしion．we willsしudyしherelaしionship beしwecn  

S7tJLandfiniしeauLomaしa．Here wedefinean auLomaEon（over∑）asaしriple  

ズ＝くズ‥d∬・∈∬＞  

Where  

（1）Xisa（possiblyinnniしc）nonempしyscしor sEaEes．  

（2）dx二XxW→Xisanacしionor Won X，  

（3）∈∫‥ズ→2・  

LeL X beanauしomaしon・Forcachi（1≦i≦n）．wedcfineしhemap  

けJ‥ズ→ズ  

by puししing onx）＝6x（x．at）・Thisluncしiondcしcrmincsしhcしransiしion orsしaしes  

【orしheirlPuしsymbolai・Asしaしc x∈Xisconsidcrcdしo bc accepEedi【Ex（x）＝1・  

Wc now deLine a【uncしion  

ム∬二〟→S∞  

by puししing（Lx（x）．w）＝Ex（dx（x，W））・Lx（x）may be considered as しhe  

language which X．wiしh しheiniLialsしaしe：亡．aCCCPしs・Here we also noしe しhaし  

S ＝＜S∞；d・TF＞is an auLomaしon・Morcover，Lx becomcsa morphisminしhe  

CaLegoryAuLof auLomaしa which wenow denne．  

rl’he caしcgory AuL．by denniしion．has allauしomaしa asiLs objccLs．Ⅰしs mor・  

Ph桓ms arc dclincd by：  
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h∈rlom（X．Y）⇔んisamap（orwhichulediagram belowcommuしes：  

ん×llr   

r
 
 

r
 
 

－
▲
U
 
 

∈
 
 

Proposiしion2・1・LxニX→S∞∈Hom（X．S輪）・  

什00ノ：  

（∂（ム∬（可，W）．u）＝（ム∫（可．肌）＝亡∬（∂ズ（ご．t皿））．  

（ム∬（∂∬（‡ル））．〕）＝亡∬（∂∬（∂∬（ごル）．v））＝亡ガ（∂∫（ご．肌））・  

¶（ム∬（可）＝（ム〝（れ1）＝∈∬（d∬（‡．1））＝亡∬（可・ロ  

ProposiLion2・2・Ls＿：S虎→S中isideruuy・  

伽oJ  

（ムs＿（γ）・W）＝¶（∂（rル））＝（∂（γ・可・1）＝（γ・山）＝（γル）・ロ  

ProposiLion2・3・h∈Hom（X．Y）＝⇒Lr。h＝Lx・  

什00J  

（ムr（ん（わ）ル）＝亡r（∂r（九（れⅧ））＝∈r（ん（∂∬（‡．W）））＝亡∬（∂〝（‡．W））＝（ム∬（れⅦ・）・  

□  

These proposiしionsyieldしhe（01lowingしheorem．  

Thcorcm2．4．S。。isuLe terTnhalobjec‘0／AuL．  

Proof LeしX be any auしomaしon・We have LxFHom（X，S∞）by Proposiしion  

2．1・NexL，Lake any h∈Hom（X．Sd）・By ProposiLion2．2and ProposiLion2．3  

ror Y＝S叩・We have Lx＝Ls／h＝10h＝h・Thus we have proved Lhaし  
Hom（X，S∞）isasihgleしonseし（orany X，i・e・．SよisしerminalinAut．ロ  

We now wishしo characしerize STaL caしegorically・Leしk be an arbiしrary  

naしuralnumbcr・ForaringR，WCleしMた（R）denoしeしhemaしrixringconsisしing  

Or kxk R－maしrices・Wc de爪rlea ring homomorphism  
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目上‥ヤ上（S∞）→〟上（Z）  

bypuししingJJ上（S）＝（¶（si，））rorS＝（st，）∈M七（S仏）・■‖lCSCし  

C上＝11Jl（ノと）．  

WhereJ上・isしhc kxk uniしmaしrixlしhen bccomesa monoid under maしrix mulしi・  

Plicaしion・Moreover．we have：  

■rIleOrem2・5・C上♪γmぶαgrO叩uT山erT7氾上γ豆Tm〟坤血α蝕）れ  

什00JLcしEi，（1≦i・j≦k）beしhe kxk matrixsuchしhaしits（i・j）elemenしisl  

and alloしhcrclemenしs areO・Forany molecule r∈M。。，We Puし  

¢上（り；r）＝ノ七＋叫メ・  

lしiseasyしosceしhaしq上（i，j；r）∈G上and  

¢七（り；1＋（1＋r）‾l）irl＝ノ．  

¢七（り；r）   iri≠J・  
¢上（り：r）‾】＝  

Wc canしhcn prove．using usualswcep ouしmeしhod，しhaしLhegroupgeneraしed by  

しheseL沌と（i．j：r）Jl≦i．j≦k，r∈MJcoincideswiLh G七・□  

Remark・The proof also shows Lhaしif S∈G上nM七（STuL）．S‾lis also a  

memberofM上（SmL）・  

Leし X＝＜X；6x・∈x＞ be a Liniしe auしomaしon wiしh k sしaしes so しhaし  

X＝きxl．・．X上t・For eachl（1≦L≦n）we deLine qL‥‡1，・．ki→‡1．・．ki  

byしhe condiしion：  

∂‘（t）＝j⇔αハェi）＝エノ・  

Weしhende良neakxkS；matrixS＝（sij）bypuししing  

㍉＝㍉＋∑∂ 
…ノα仁  

I  

WenoしeしhaしS∈GとnM七（S7d）・LeしXi（1≦i≦k）be kdisしincしindeしerminaしes  

andleしx＝L（Xl・・Xk）・Wc also puしc＝L（Ex（xl）・・∈x（x上））・We callしhe  

Cquaしion：  

（2．1）  ざⅩ＝e   

しhc cILaraCLerisLic equaLionofしhc EiniLc auしomaLon X．．］y rl－hcorem2．5iしhasしhe  

uniquesoluしion x＝STIc．RcmarkしhaL（2．1）iscquivalcnしし0しhe rollowingsys－  

Lem or equaしions：  

ろ＝αl■㌔直）＋…＋‰㌔謹）＋∈∫（ェi）（i＝1・・・け  

T’beorem2．6．  

ム∫（ェi）＝α1ム∫（㌔刷）十…＋αれム∫（㌔再） ）＋∈∫（ち）（i＝1・‥りけ  

什00／SinceLx∈Hom（X，S∞）wehave  
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け‘（ム∬（1））＝ム∬（けハ1））＝ム∬（㌔再））・  

汀（ム∬（ち））＝亡∬（ち）・  

Therelorewehave：   

〔（Rl－1S）＝¶hlム∫（㌔直）））＋…＋巾セム∬（㌔轟）））…（亡∬（ェi））  

＝亡∬（‡i）  

＝打（LHS）．  

け‘（RHS）＝け‘（α1ム∬（㌔直）））＋…＋αパα上ム∬（㌔轟）））＋ロバ亡∬（ち））  

＝上方（㌔刷）  

＝け‘（ム∬（ェi））  

＝け‘（LHS）・  

This proves LHS＝RHS・ロ  

Thisしhcorcm saysしhaしLx（Ti）rs giveしhe soluしion to the equation（2・1）and  

henccしhcyarcinS7d・  

Wenexしshowしhat・COnVCrSely・anylanguageinSTⅦLcanbercpresenLed by  
a Einiしe auしomaしon，FirsL we remark Lhaし【orafiniしeseLX．2X becomesa vec－  
しorspace over2underLheaddiLion defincd by：  

U＋y＝（U－y）∪（リーU）．  

Ⅰ【weidenLi【y any＝∈X wiLh the singlcLon seLi＝＝hen X becomes a basis o（  
しhevccしorspace2X．LeLVbeanyvecLorspaceover2．ThenanymapI：X→V  

can be unlquCly exしended Loalincarmap（rom2Xしo V・We wi11denoしeしhis  

exしended！napalso by／．  

LeしX be any auしomaLon andlcしY be asubseし0【X whichisclosed under  

of【oreach L（1≦LSn）・Then wecannaしurallyinしroduceinしo Yanauしoma－  

しon sしrucしure．by resLricしing Lhaし0（X Lo Y，Which makes Y a subauLomalonoE  

．r．  

We willwriしe  

ズヨェ巨γ  

iE＝is asしaしe o【a艮niLe automaLon X and r＝Lx（＝）；andin Lhiscase wc say  

しhaし＝∈X reahzesr．Such r’s are callcd reahzabEe．   

1，11eOreIn2．7．dse叩γ由reαぬα抽耳〝γ∈S化上  

Proof OTuyすbart（01lows Eromしhe remark below Theorem2・5・  

WeproveすTn7ibyinducしiononLhcconsLruCしioム0【r．  

（i）Sinceしhe seし2u∑∈S∞is closed under Lhc【uncしions qL（1≦L≦n），iし  

bccomes a finiしe subauLomaしon oISd and each sLaしerealizesiしsel（．（cE．Propo－  

siLion2．2．）   



（ii）T＝＝S＋L：AssumeしhaしX∋x。巨sand Y∋y。巨L・WedcLineanauしomaしon Z  

by puししingこ  

Z＝ズ×r＝きェ×ylェ∈ズ．甘∈ri．  

∂z（ェ×甘．ひ）＝∂ズ（ェ．w）×Jr（y．ひ）．  

亡g（‡×y）＝亡ズ（ェ）十∈y（y）・  

Then by a simple compuしaしion we have Lz（xxy）＝Lx（x）＋LY（y）．so thaし  

Zヨエ。×仇巨s＋上・  

（iii）r＝LSL＝AssumeしhaしX∋x。巨sand Y∋y。巨L・WedeLineanauしomaLon Z  

by puししing‥  

Z＝2rxズ＝きyxごIy∈2r．ェ∈弟．  

α戸（yxェ）＝（α‘y（y）＋∈ズ（ェ）α‘r（恥））×α′（ェ）（1≦‘≦几），  

亡z（yxェ）＝∈y（y）＋亡ズ（ェ）∈y（仇）・  

Weshowしhaし  

ヱ（yxェ）＝ムr（y）＋上方（ェ）ムγ（y。）（yxェ∈Z）  

SOIves Lhecharacしerisしic equaLion o（Lhe auLomaしon Z．1．e．，WeShow LhaL  

ヱ（z）＝α1ヱ（け戸（z））＋・・・αれヱ（α君（z））＋∈z（z）（z∈Z）  （2・2）  

Leししing z＝yX＝．WeCOmPareしheL上・ISandRllS of（2．2）asfollows，  

〔（LHS）＝¶（⊥γ（バ）＋¶（ム∫（幻）¶（ムr（y。））  

＝亡r（y）＋亡ズ（ェ）∈r（払i）  

＝∈z（z）  

＝¶（111－1S）．  

α‘（LrlS）＝けパムr（y））＋け▲（ムん（ェ）ムーy（y。））  

＝ム（け‘りy））…（上方（り）αパ上方（y。））＋α‘（ムズ（ェ‖ムy（恥）  

＝⊥（α‘ン1・y））＋亡★（ェ）ムr（α‘r（‰））＋ムズ（イ回）ムr（y。）  

＝ヱ（けア（z））  

＝αア（RIIS）（1≦J≦可・  

llhis provcs（2・2）．so しhaし we have Lz（z）＝L（z）・Hcnce．we havc  

ムg（¢×エ。）＝ムズ（ェ。）ムr（y。）＝SJ・1・e・，Z∋¢×エ。巨sJ・  

（iv）T＝（1＋s），■．s∈SruLnMb＝AssumeしhaしX∋＝。巨s・Sincel＝ r‾Ir＝  

（1＋s）γ ＝ T＋汀．WeIlaVe γ＝1＋汀・So．αパγ）＝〔（s）αバγ）＋ け‘（s）γ ＝  

OL（s）r（1≦L≦n）・Wedcnncanauしomaton Zbypuししing‥  
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∠＝2〝＝！Ⅹlx∈〟壬．  

αア（Ⅹ）＝けJ（x）・亡〝（x）け／（ェ。）（1≦‘≦れ）一  

亡z（Ⅹ）＝亡〝（x）・  

Wc show LhaL，  

ヱ（x）＝ム〝（x）γ（x∈Z）  

SOIvesしhe characLerisLic equaLion oluleauしomaしon Z・Ⅰ・e・，WeShowしhe cqua一  

しion：  

ヱ（x）＝αlヱ（け戸（Ⅹ））・・・・αれヱ（け言（x））・亡z（x）（x∈Z）  （2．3）  

WecompareしheLHSandRHSo（（2・3）as【01lows．  

〔（Ll1S）＝〔（ム〝（x））打（γ）＝仁方（Ⅹ）＝亡z（x）＝〔（RllS）．  

けルⅠ－IS）＝け‘（ム／（x）γ）  

＝ロバム〝（x））γ＋〔（ム〝（x））ロバγ）  

＝ム〝（けハⅩ））γ・亡〝（x）け‘（s）γ  

＝（⊥〝（け′（x））＋亡〝（x）⊥〝（り恒。）））γ  

＝上方（けハx）・亡〝（x）けJ（ェ0））γ  

＝ヱ（ロハx）・亡〝（x）け′（ェ0））  

＝上（けア（Ⅹ））  

＝け上（RHS）・  

This proves（2・3），SO Lhaし we have Lz（x）＝L（x）・Hence we have  

Z∋xoELz（x。）＝L（xo）＝Lx（xo）r＝ST＝l・r・8y（ii）above，risalsorealizable・  

［］   

Corollary2・8・r∈S7uL＝⇒qL（r）∈STuL（1≦LSn），  

Prooノ：By Theorem2．7．we can nnd X and x suchしhaしX∋x巨r．Then we  

haveX∋qr（x）EqL（r）・11enccqL（r）∈STuL・□  

J？emark．1しis possiblcしo provc Corollary2．8dirccuy byinducしion onしhc  

COnSしrucしion or r．  

SinceSTaLisclosed underqL rOreaCh L（l≦L≦n）．S7uL becomcsasubau－  

しomanしon o－S叩・Alしhough STaLis noLa nniしe auLomaしon．iしis a LocaLLyEiniしe  

auしomaしoninしhesenseo（しhe（01lowingdefiniしion・   

l）eIiniLion．An automaton X＝＜X；6．E＞is LocaLLyJ翫iLeiEr しhe set  

Xl＝＝きyly＝6（＝．W）rorsome w∈呵is6niterorall＝∈X・  

Wewilldenoしe byAuL7VL Lhc【ullsubcaしegoryorAutconsisLingo－allしhelocal■y  

Liniしeauしomaしa．We havcしhe【01lowingしhcorem，   

1，11eOrCIm2．9．S血由仇e‘eTTr血αJobJeC‘0／AuLml  
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l，TOO／Wc r汀sしprovcしhcclaiEn ulaしSrutisalocalLynniしeauしomaしon．Supposc  
しhaしr∈STuL．13y●l．hcorcm2．7，WCCan，find X and x such ulaしX∋x巨r．Sincc  
lm LxisnniLeandclosed underot（1≦t≦．n）．しheseしXJxisalsonniしe・This  

PrOVeSしhecIaim．  

Ncxし．1eし X bc an arbiしrarylocally riniしc auしomaしon，and considcr Lhe map  

Lx‥X→S∞・1・’oranyx∈X．XIxbccomcsanniしe芦ubauし0－naしonofX・Thenwe  

havcLx（x）＝L…（‡）∈S7VLISOしhaしwcmayrcgardLxasしhemapLx：X→SmL・  
Now ulC ulCOrem Can beprovcd similarlyas’1．hcorem2・4・ロ   

3． 

WedeLineS asしheleasしsubseしof S∞SuCh thaし  

（i）Zu∑∈S．  

（ii）5，‘∈S＝⇒＞5＋‘∈S．  

（iii）5．‘∈S＝⇒s‘∈S．  

Accordingし0しhis・definiしion or S．S bccomcs a subring of S。。．Elemcnしs of S  

are calledJhiLesexps．Wc can esしablish the seししheorcLici＄OmOrPhisTn：  

●   

（3．1）  S⊂ゴ STt ＋ S7L   

similarlyas（1．4）．JusLas（1．4）expressedsomecharacしerisしicsorS∞，Lhis equa－  
しion saysしhaしSis adaしasしrucしure cqulPPCd wiしhしherecognizer7T．COnSしrucしors  

Or．TandscJecしorsoi（1≦i≦n）・1rurしhermore．itiscasyしovcriしyしhaしScan be  

Characしcrized as thelcasしsubseしor Sc．suchしhaL  

（1）0∈S，  

（2）‘い‥・．‘れ∈S＝⇒＞け（‘l．・．‘れ）∈S．  

（3）‘l．・，‘れ∈S＝⇒Tいい ．り∈S・  

NamcIy．any nniしc scxp can bc consLruCしcd rromしheiniしialsexp O by applying  

O and TIiniしely manyしimcs・Thischaracしerizaしion ofSgivesしhe followingPro－  

POSiしion，Yhich explaiTISOurnaming of nniしesexps．  

ProposiLion3・1・AsexpsisJilrueWsupp（s）isaJirueseL  

We remark LhaしScoしし【4．p．96］also discusses Lhe domain equaLion orしhc  
rorm（3．1）．and givcs a soluしion roriしas a neig／tboⅧ〟toodsysLem．1n Scoしし［4］，  
しhcintcrprcしaLions or sums and producしs arc slighuy difrcrcnしrrom ours，SO  

い1aL LoLaLcIcmcntsin his soluしioEICOrrCSPOTldsしo symbolic cxprcssionsin our  

scrlSC・1lc also poinしs ouし しhaし aEly eVeTuuaLLy TX2nOdic し0しalしree（which  
corrcsponds Lo ouT・T・aLiムnalscxp）IleprcSenLsan auLomaLon suchしhaLeach sLaLe  
O【しhe auしomaL，On rCalizesiしseLr，  

Finally・We remark Lhaしin case∑＝iaJ．a2‡Liniしe sexps are preciselyしhe  

symbolic exprcssionsin Lhe sensc or Saし0［2】and Saしo andllagiya［3］．In［2］  
and［3］．thefuncしionso．丁．OIando2arCreSPCCしivelycallcdco77S．SnOC．Carand  

Cdrrollowingしheしradiしion of Lisp・  
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